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Lernziele

m Rechnen mit logischen Formeln
m Ubertragen auf Bausteine
m Entwickeln einer komplexeren Schaltung
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Rickblick

Umgang mit Zahlen und Operationen im Dualsystem:
m Umrechnung Dezimalsystem — Dualsystem: Division mit Rest
m Rechnen im Dualsystem: 4 Grundrechenarten
Trick bei der Subtraktion: Zweierkomplement
m Aussagenlogik: And (A), Or (V), Not (—)

m Gesetze der Booleschen Algebra, DeMorgan
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Wahrheitstafel

m schrittweises Berechnen einer Formel fir alle moglichen
Kombinationen von Eingangswerten

m Anzahl Zeilen korrespondiert zur Menge der Variablen: 2" mit
n=Anzahl

m Beispiel: Ergebnisse fiir —a, a Abund a Vb

2 Variablen a und b — 4 Zeilen

a b —a aAb avb
1 1 0 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 O 1 0 0
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Alternative Schreibweisen

m angelehnt an das normale schriftliche Rechnen
m Konjunktion = Multiplikation - a Ab=a-b=ab
m Disjunktion = Addition - aVb=a+b
m Negation — —a =la
Beispiel: (a Ab) Ve —ab+c

m weitere Alternative: Prifix-Notation fiir die Ubertragung auf
Bausteine

And(a, b), Or(a, b), Not(a)
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Ubertragung auf Bausteine
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Bausteine

m allgemeine Darstellung von Bausteinen: Eingdnge, Ausgange,
ggf. Interna

mit X = {And, Or, Not}
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Anforderung bei der industriellen Umsetzung

m effiziente Produktion mit nur wenigen unterschiedlichen
Bauteilen
m Ziel: Reduktion der Anzahl bennétigter Grundbausteine

Konnten wir alle drei Grundbausteine mit einem fiktiven
Nand-Element bauen?

Optimierungen
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Not mit Nand-Bausteinen

Not(a) = laAa)
= laVla

Komplexere Bausteine Verwendungen
00000000 000000000000

< Nand-Entsprechung

Optimierungen
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Or mit Nand-Bausteinen

Or(a,b) = And(a,a)V And(b,d)
= W(And(a,a)V And(b,b))
= 1(!And(a,a)\!And(b,b)) + Nand-Entsprechung
= Nand(Nand(a,a), Nand(b,b))
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And mit Nand-Bausteinen

And(a,b) = NAnd(a,b)

NAnd(a,b)V!!And(a,b)

'(And(a,b)\!And(a, b)) + Nand-Entsprechung
= Nand(Nand(a,b), Nand(a,b))
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Umsetzung in Form eines Bausteins

m Ergebnis: die drei Grundbausteine kdnnen durch Nand
aufgebaut werden — wir kénnen And, Or und Not fiir den
Schaltungsentwurf nutzen

m Nand-Bausteine gibt es als Integrierte Schaltung (kostet €0,5)

Abbildung 1: Integrated Circuit (IC)
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Umsetzung in Form eines Bausteins
Schaltungsplan dazu (verwendet ein Mehrfach-Nand)

Abbildung 2: Schaltung dazu
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Komplexere Bausteine
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Beispiel: Xor

m eXclusive Or
mnormalesOr:1v1=1
m im Unterschied dazu Xor: 1 V1 =0

Wie konnte dieser Bausten aus den Grundelementen And, Or und
Not aufgebaut werden?
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Entwicklung von Xor

m Funktionsweise: Ergebnis x ist nur dann 1, wenn entweder a
oder b 1 ist, aber nicht beide

m Symbol: Vv

m Wabhrheitstafel fiir Xor:

)
<
o

OO = =
o OoORr|o
O~ = O

m Welche Bausteine werden dazu benétigt?

— Hilfsmittel: kanonische Reprisentation
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Kanonische Reprasentation

1 Wahrheitstafel aufbauen

2 Zeilen auswahlen, deren Ergebnis 1 ist

3 Eingange mittels Konjunktion verbinden
4 diese Zeilen mittels Disjunktion verbinden

Beispiel:

o8]

)
<

o

O =
= O | T
= =

— zwei Konjunktionen: a A mbund —a A b

zusammen: (a A —b) V (—a A b)

Optimierungen
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Entwicklung von Xor

Komplexere Bausteine
00008000

Uberpriifung mit Hilfe einer Wahrheitstafel:

Verwendungen
000000000000

a b —a —b aA—b —aAb (a A —=b)V (—a Ab)
1 1 0 0 0 0 0
1 0 O 1 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0

Wie sieht (a A —b) V (—a A b) als Schaltung aus?

Optimierungen
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Entwicklung von Xor

1 Kasten mit Ein- und Ausgéngen zeichnen

2 Bausteine als Kasten einzeichnen

3 von den Eingangen Leitungen ziehen, liber die Bausteine bis
hin zu den Ausgangen

von innen nach auBen arbeiten

— erst Negation, dann Konjunktion, zuletzt Disjunktion
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Entwicklung von Xor

Xor

Abbildung 3: Xor-Schaltplan
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Weitere praktische Bausteine

Nand, Nor und Xnor:

m Nand: —(a A b) = I(ab)

m Nor: =(a VvV b)=1I!(a+b)

m Xnor: ﬁ( a Vv b) = Xor(a, b)
—b) v

m Xor: (a A (—a Ab)=aVb=Xor(a, b)
a b Nand(a,b) Nor(a,b) Xnor(a,b) Xor(a,b)
1 1 0 0 1 0
1 01 0 0 1
0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0
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Verwendungen
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Mogliche Einsatzgebiete

m wo liegt der praktischer Nutzen der vorgestellten Bausteine?
m Riickblick: Addition im Dualsystem als Basis aller
Rechenoperationen
1011,
+ 11,
1110
Abbildung 4: Addition

1+1-=10
1+0
0 +1
0 +0

Woas fallt auf?
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Umsetzung der Addition

Als Baustein sihe eine Addition wie folgt aus:

a —_— —_—
Add

b —_— —_—

Verwendungen
00®000000000

sum

carry

Optimierungen
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Umsetzung der Addition

zugehorige Wahrheitstafel:

a b sum carry
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 O 0

Welche geeigneten Bausteine kennen wir?

Optimierungen
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Umsetzung der Addition

m sum — Xor(a, b)
m carry — And(a, b)

Ergebnis ist ein sog. Halbaddierer

Halbaddierer

l_
a Xor sum
|

b —r And carry

Optimierungen
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Erweiterung auf Zwei-Bit-Addition

Add
b oo — =, Gany
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Erweiterung auf 2-Bit-Addition

m 3 Einginge: 2 Zahlen und Ubertrag
m 2 Ausginge: Ergebnis und Ubertrag

Wabhrheitstafel (a, b: Zahlen; c: Ubertrag):

a b ¢ sum carry
11 1 1 1
1 1 0 0 1
1 0 1 0 1
1 0 0 1 0
0 1.1 0 1
01 0 1 0
0 01 1 0
0 0 0 O 0
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Kanonische Reprasentationsform

Formel fir sum:

a b ¢ sum
1 1 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

Optimierungen
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Kanonische Reprasentationsform
Formel fiir carry:

a b c carry
11 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1

Optimierungen
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And-Baustein mit drei Eingangen

b =S 3And

Umsetzung von 3-And?

Komplexere Bausteine Verwendungen

000000000800

. out

Optimierungen
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Umsetzung

000000000080

eine Moglichkeit: zwei And-Bausteine verkniipfen

3-And
a ——I—'
And1
b | j
And2
N

Abbildung 6: 3-And.

Optimierungen
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Umsetzung des Volladdierers

m alle benoétigen Teile liegen vor:

m 3-And und Or-Bausteine
m Eingange ggf. mit Not-Baustein anpassen

m Problem: Fiir sum und carry brauchen wir dann jeweils 8 And
+ 3 Or + 3 Not = 14 Bausteine!

m Verbesserungsmoglichkeiten fiir eine kostenglinstigere
Produktion?
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Optimierungen
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Mogliche Verbesserungen

m Annahme: Xor als Baustein liegt vor
m Idee: Vereinfachen der logischen Formeln

carry und sum so andern, dass durch Xor Bausteine gespart
werden kénnen

carry = (aAbAC)V(aANbA=c)V (aN—bAc)V (maANbAc)
sum= (aAbAc)V(aA=bA=c)V(maAbA—=c)V (maA—bAc)



Inhalte Aussagenlogik Ubertragung auf Bausteine Komplexere Bausteine Verwendungen Optimierungen
000 000 00000000 00000000 000000000000 00@00000

Mogliche Verbesserungen

carry = abc + ablc | ab ausklammern, c + !c=1
+ albc + labc
= ab
+ albc + labc | c ausklammern
= ab

+ c(alb + !ab) | hier steht ein Xor
— carry = (a A b) V (c A Xor(a, b))

benédtigte Bausteine: 2 And, 1 Or, ein Xor



Inhalte Aussagenlogik
[e]e]e} [e]e]e}

Ubertragung auf Bausteine Komplexere Bausteine Verwendungen
00000000 00000000 000000000000

Mogliche Verbesserungen

sum =

abc + al!blc + lab!c !albc | !c ausklammern
abc | ¢ ausklammern
+ lc(al'b + lab)

+ lalbc [ ™ "

c(ab + l!alb)

+ lc(alb + lab) | Xor

c(ab + !alb) | Xnor (Not Xor)
+ lc(Xor(a, b))

c(-Xor(a, b) + !c(Xor(a, b))

c A —Xor(a, b) V —c(Xor(a, b))

und: x A =y V —x Ay ist auch ein Xor!

— sum = Xor( Xor(a,b), c)

Optimierungen
00080000
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Umsetzung des Volladdierers
Genau betrachtet haben wir so nur zwei Halbaddierer kombiniert!

m Bausteine: Xor, And
m 2 Halbaddierer mit Or verkniipfen — Volladdierer

Volladdierer
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Umsetzung des Volladdierers: Details

m HAl=a+b
m HA2 = sum + ¢

HAL1

a o L

H And |i! : or —OC
b o4 i : or

And —-J:

Xor g‘"

Xor [Frg—0S5S
(e, :

Abbildung 8: Volladdierer

Optimierungen
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4-Bit-Addierer

m |dee: 4 Volladdierer zusammenschalten
m zu addierende Zahlen a = (ay, ... ag) und b = (b, ... b3)
m Summe s = (s, ... S3) und carry

by a; by a; by ap b-:-‘a-: carry in

Voll- Voll- Voll- Voll-
addiere addiere addiere addiere

e

=1

Sg

53 S2 51

carry o

Abbildung 9: 4-Bit-Addierer

n-Bit-Addierer?
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